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Теория относительности Эйнштейна за более чем сто лет широко признана научным сообществом и является
одной из основных теоретических концепций современной физики. Она подтверждена множеством экспери-
ментов, таких как гравитационное отклонение света Солнцем [1], изменение перигелия Меркурия [2], грави-
тационное красное смещение [3], [4] расширение Вселенной [5] и др. Не так давно одно из следствий общей
теории относительности – существование гравитационных волн, – было подтверждено [6].
Однако, по сей день находятся проблемы, которые не могут быть объяснены силами ОТО, основные заклю-
чаются в области тёмной материи и тёмной энергии [7], [8], а также в объяснении инфляции [9], [10]. Поэтому
интересны попытки ее модифицировать. Они не всегда имеют большой успех, однако есть методы, позволя-
ющие найти решение и модифицировать теорию относительности для большего соответствия наблюдениям и
экспериментальным данным.
Один из таких способов – введение нелинейной скалярной функции в действие [11]. При таком рассмот-
рении могут появляться как новые степени свободы, так и фантомные состояния. Эти методы несовершенны,
но на них возлагаются определённые надежды, тем более что их достоверность подтверждается в эксперимен-
тах [12], [13].
Актуальность работы состоит в исследовании гибридной теории гравитации [14], [15], т.к. она представля-
ется как наиболее эффективная теория, расширяющая общую теорию относительности путём введения нели-
нейной скалярной функции в действие. Большая часть посвящена обзору для большей наглядности различий
теорий.
Структура работы выглядит следующим образом. В первой главе даётся обзор f(R)-гравитации в двух
формализмах: метрическом и Палатини, выводятся уравнения поля. Отдельное внимание уделено гибридной
теории гравитации, в особенности в скаляр-тензорной формулировке, даны уравнения поля как в общем виде,
так и при конкретных f . Вторая глава посвящена f(T )-гравитации. Дана теория с ненулевым кручением.
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Глава 2
Описание f (R) теорий гравитации
2.1 f(R) теория гравитации
Есть два вариационных принципа, применимых к действию Эйнштейна-Гильберта, для получения уравнений
Эйнштейна: метрический [16], [17], [18] и принцип Палатини [19]. В конце концов, оба принципа эквивалент-
ны и приводят к одинаковым уравнениям поля в случае лагранжиана, линейного по R. Однако, это неверно
в более общих случаях. Таким образом, существует две разные версии f(R) гравитации: метрическая f(R)-
гравитация и Палатини f(R)-гравитация. Также, есть более общая формулировка метрически-аффинной f(R)-
гравитации, которая сводится к двум предыдущим при определённых допущениях, её особенности и отличия
от в приложении к основной теме диссертации несущественны. Далее обсуждаются первые две формулировки.
2.1.1 Метрический формализм






√−gf(R) + S(m). (2.1)
Из вариации действия по gµν можем получить полевые уравнения:
f ′(R)Rµν − 1
2
f(R)gµν −∇µ∇νf ′(R) + gµν∇α∇αf ′(R) = κ2T (m)µν . (2.2)
∇ν - ковариантная производная Леви-Чивитовской связи метрики. Тензор энергии-импульса материи опреде-
ляется как






После взятия следа уравнения (1.3) получаем
3f ′(R) +Rf ′(R)− 2f(R) = κ2T, (2.4)
Отсюда видно, что R зависит от T = Tαα дифференциально, а не алгебраически, как в ОТО. Это свиде-
тельствует о том, что решений в f(R)-теориях больше, чем в Эйнштейновской теории. Отдельно скажем
про максимально симметричные решения. Для их нахождения скаляр Риччи должен быть постоянен. При
R = const и Tµν = 0 уравнение приходит к виду
Rf ′(R)− 2f(R) = 0, (2.5)
что является для фиксированной функции f(R) алгебраическим уравнением на R. Если корень уравнения R =
0, то уравнение (1.5) сводится к Rµν = 0, что является максимально симметричным решением в пространстве-
времени Минковского. Если же корень R = C, где C —константа, из того же уравнения получаем Rµν =
Cgµν
4 , что является максимально симметричным решением в пространстве де Ситтера либо анти-де Ситтера,





















Уравнения Эйнштейна можно получать в формализме Палатини, т.е. независимо варьировать по независимым
связям и метрике. Формально, действие приобретает аналогичный вид, но тензор Римана и, следовательно,
тензор Риччи зависят уже от независимых связей. Обозначим такой тензор Риччи Rµν , а соответсвующий






√−gf(R) + S(m). (2.8)
Варьируя действие (1.8) независимо по метрике и связям, и используя равенство δRµν = ∇ˆλΓλµν − ∇ˆνΓλλµ, где
∇ˆν —ковариантная производная, определяемая через независимые связи Γλµν , получаем следующие уравнения:
f ′(R)R(µν) − 1
2
f(R)gµν = κ2Tµν (2.9)
−∇ˆλ
(√−gf ′(R)gµν)+ ∇ˆσ (√−gf ′(R)gσ(µ) δν)λ = 0. (2.10)
Tµν определяется по формуле (1.3), а (µν) —симметризация по соответствующим индексам. Взяв след от
послденего уравнения, получаем
∇ˆσ
(√−gf ′(R)gσµ) = 0, (2.11)
что означает, что полевые уравнения можно переписать в более компактной форме:
f ′(R)R(µν) − 1
2
f(R)gµν = κ2GTµν (2.12)
∇ˆλ
(√−gf ′(R)gµν) = 0. (2.13)
Теперь легко увидеть, что теория сводится к ОТО при f(R) = R: тогда f ′(R) = 1, а уравнение (1.13)
определяет изначально независимые связи как связи Леви-Чивиты относительно метрики g˜µν = f ′(R)gµν .
Также, Rµν = Rµν ,R = R и уравнение (1.12) сводится к уравнению Эйнштейна.
2.2 Гибридная теория гравитации
В гибридной теории гравитации действие Эйнштейн-Гильберта дополнено слагаемыми, сконструированными по
принципу Палатини [14]. Таким образом, можно получить простое расширение ОТО с интересными свойства-
ми. Возможность применения скаляр-тензорного подхода упрощает анализ этих теорий. Далее представлен как
анализ в метрической, так и в скаляр-тензорной формулировке, а также рассмотрены некоторые особенности
обеих формулировок.
2.2.1 Метрическая формулировка






√−g (R+ f(R)), (2.14)
где скаляр Риччи – это кривизна Палатини, и зависит от независимых связей Γˆαµν следующим образом:
R = gµνRµν = gµν(∂αΓˆαµν − ∂ν Γˆααµ + ΓˆααλΓˆλµν − ΓˆαλµΓˆλαν) (2.15)
Соответственно, тензор Риччи:
Rµν = ∂αΓˆαµν − ∂ν Γˆααµ + ΓˆααλΓˆλµν − ΓˆαλµΓˆλαν . (2.16)




f(R)gµν = κ2Tµν , (2.17)
где тензор энергии-импульса Tµν записывается по фрмуле (1.3). Варьируя по независимым связям, можно
увидеть, что решение получившегося уравнения движения описывается метрикой f ′(R)gµν , т.е. метрикой,
конформно связанной с gµν с конформным фактором f ′(R). Это значит, что тензор Риччи можно записать как
Rµν = Rµν + 3
2f ′(R)2 ∂µ (f
′(R)) ∂ν (f ′(R))− 1
f ′(R)
(






Кривизна Палатини R может быть получена из следа уравнения поля (1.17):
Rf ′(R)− 2f(R) = κ2T +R = X. (2.19)
Таким образом, R алгебраически выражается в терминах X, если f(R) допускае таналитические решения. По
сути, переменная X показывает, насколько теория отличается от уравнения ОТО R = −κ2T . Именно поэтому





f(X)gµν − f ′(X)Rµν + f ′′(X)∇µ (∂νX) + 1
2
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(X + 2f(X)− f ′(X)R) = 0, (2.22)
также связь между метрической кривизной и кривизной Палатини












Введением вспомогательного поля A можно преобразовать теорию в скаляр-тензорную. Тогда действие (1.14)




√−g (R+ f(A) + fA(R−A)) (2.24)




√−g (R+ φR− V (φ)). (2.25)
При варьировании (1.25) по Γˆαµν получаем ∇ˆα(
√−gφgµν) = 0. Это значит, что Γˆαµν —связи Леви-Чивиты








((∂νφ)gβµ + (∂µφ)gβν − (∂βφ)gµν + φ(∂νgβµ + ∂µgβν − ∂βgµν)) (2.26)






((∂νφ)gβµ + (∂µφ)gβν − (∂βφ)gµν) (2.27)
Тогда соответствующий тензор Риччи запишется в следующем виде:



















(∂µφ) (∂νφ)− V (φ)
)
(2.29)
Далее можно применить конформное преобразование к метрике, дабы избавиться от множителя (1 + φ) перед
скаляром кривизны. Введём новый метрический тензор g˜µν такой, что gµν = 1(1+φ) g˜µν .Тогда тензор Риччи,
выраженный через новую метрику, будет выглядеть так (без учёта поверхностных слагаемых):
Rµν = R˜µν − 3g˜µν
2(1 + φ)2
(∂µφ) (∂νφ) . (2.30)
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g˜µν (∂µφ) (∂νφ)− V (φ)
)
(2.31)






























































Тензор Эйнштейна вычисляется по формуле Gµν = Rµν − 12 g˜µνR. Можно найти его компоненты, выразив явно













Компоненты тензора Риччи и скаляр Риччи:














R = −6 a¨
a
(2.40)














































































φ˙2 = 0. (2.47)
Это нелинейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка, нахождение его общего решения
представляется интересной задачей для последующих исследований. Учитывая, что φ = fA(A), для конкретных
функций f это уравнение может быть решено. В данной работе ограничимся записью уравнений, т.е. найдём
дифференциальные уравнения для φ = φ(A) и V (φ) = V (A).
f = αR2
φ = 2αA, (2.48)
φ˙ = 2αA˙, (2.49)
φ¨ = 2αA¨. (2.50)













f = β 1R


































(A˙)2 = 0, (2.56)
V (A) = 4β
(
1
A(A2 − β) A¨−
3




2.2.3 Предел слабого поля
Далее, посмотрим на метрику с флуктуациями g˜µν = a2(t) (ηµν + hµν), обратная, соответственно, g˜µν =
1
a2(t) (η
µν − hµν). Скаляр Риччи можно записать в следующем виде:





(ηµν − hµν)R(1)µν + ηµνR(2)µν , (2.58)
где R(1)µν и R
(2)
µν —тензор Риччи в первом и втором порядке разложения по hµν соответственно. Для получения





ηαβ − hαβ) (∂νhβµ + ∂µhβν − ∂βhµν) (2.59)
























































































































Рассмотрим слагаемые в R(2) отдельно:

































































λµ − 2∂λhαµ∂αhλµ + 2∂λhαα∂µhλµ − ∂λhαα∂λhµµ
)
(2.69)





















a2(t) (ηµν + hµν) (∂µφ) (∂νφ)− V (φ)
)
(2.70)
Исследование альтернативных теорий гравитации в пределе слабого поля с порядком разложения большим
двух представляет собой большой интерес, однако это требует отдельного рассмотрения, выходящего за рамки
текущей работы. Этому будут посвящены последующие научные изыскания.
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Глава 3
Описание f (T ) теорий гравитации
Теории, основанные на телепараллельной гравицией, исследуются как альтернатива инфляционным моде-
лям [20], [21]. В f(T )-теориях используются связи Вейтенсбока, а не Леви-Чивиты. В них вместо кривизны
исподьзуется кручение. Аналогично ОТО, где в действии стоит скаляр кривизны R, телепараллельная гравита-
ция использует торсионный скаляр T . По аналогии с прежде рассматриваемыми f(R)-теориями, производится
обобщение действия через f(T ). Одно из важных свойств состоит в том, что уравнения поля получаются
второго порядка, в отличие от уравнений поля четвёртого порядка в f(R)-теории.
3.1 Формализм теорий с ненулевым кручением






√−gf(T ) + S(m), (3.1)
где T —торсионный скаляр, f(T ) —дифференцируемая функция кручения, S(m) —часть действия, относящаяся
к Лагранжиану материи. Торсиооный скаляр определён следующим равенством:





























ηij —пространство Минковскогодля касательного пространства, ηij = diag(+1,−1,−1,−1). Для заданной мет-











Латинские значки используются для индексов касательного пространства, соответственно, греческие —для

























Здесь e = sqrt−g, fT = dfdT , fTT = d
2f








µ —тензор энергии-импульса. Запишем метрику
Фридмана – Леметра – Робертсона – Уокера:




где t —космическое время. Для этой метрики
eiµ = diag(1, a(t), a(t), a(t)), H =
a˙
a
, T = −6H2, (3.10)
9
модифицированные уравнения Фридмана выглядят следующим образом:





fT − f = 2κ2p (3.12)
ρ˙+ 3H(ρ+ p) = 0. (3.13)
















2TfT − f + 6H2
)
, (3.16)







fT − F + 4H˙ + 6H2
)
. (3.17)
Скаляр-торсионная теория формулируется отсюда путём задания функций φ, V таким образом:
φ˙2 = −8H˙TfTT − 4H˙fT , (3.18)




fT + F. (3.19)
Тогда подстановкой получаем следующие уравнения:


































В данной работе были освещены два наиболее популярных вида теорий, обобщающих ОТО при помощи
введения нелинейной скалярной функции в действие. В обеих теориях были рассмотрены основные принципы, а
также выведены уравнения поля. Предметом особого интереса в работе является f(X)-гравитация как наиболее
близкая к ОТО теория, которая тем не менее даёт новые результаты. Большее внимание было уделено f(R)-
гравитации, нежели телепараллельным теориям вследствие малого количества собственного материала по теме.
Тем не менее, сравнение теорий на основе данной работы представляется возможным.
Данная работа является вводной для более подробного исследования альтернативных теорий гравитации в
общем и f(X)-гравитации в частности, а также их расширений.
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